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,Masse krimmt den Raum® ist eine der bekanntesten Aussagen zur Allgemeinen Relativitatstheorie; im
popularwissenschaftlichen Bereich haufig illustriert anhand von Analogien, die aber fachlich wenig befrie-
digend sind sowie nachweislich Ursachen von Fehlvorstellungen darstellen.

In diesem Beitrag schildern wir eine Unterrichtseinheit, die den Zusammenhang zwischen Materievertei-
lung und Raumkrimmung auf eine fachlich fundierte Weise mit Hilfe von Modellen erklart. Die Unterrichts-
einheit kann ab etwa Klasse 10 eingesetzt werden. Kenntnisse der Speziellen Relativitatstheorie sind nicht
erforderlich.

1 Von Newton zu Einstein

Die Blhne flr die newtonsche Beschreibung der Welt ist ein unveranderlicher Raum mit euklidischer Geo-
metrie. Ohne Gravitationsfeld bewegen sich ansonsten kréaftefreie Kérper in diesem Raum auf Geraden.
Ein Gravitationsfeld sorgt daflir, dass ein Kérper eine Beschleunigung erfahrt und seine Bewegung von
der Geraden abweicht.

Albert Einsteins Allgemeine Relativitatstheorie erklért das Phanomen der Schwerkraft auf eine neue Wei-
se: In Einsteins Beschreibung gibt es kein Gravitationsfeld. Aber: Die Bihne, auf der sich die Kérper
bewegen, der Raum, ist nicht mehr starr, seine Geometrie ist nicht mehr euklidisch. Die Geometrie ist
dynamisch und wird von der Massenverteilung im Raum bestimmt. Aus dieser Geometrie folgen dann die
Bahnen von Teilchen und Licht.

Wie hangt aber diese Geometrie des Raumes (genauer von Raum und Zeit) mit der Massenverteilung
zusammen? Einstein hat 1915 mit seinen Feldgleichungen eine Beziehung zwischen Masse- bzw. Ener-
gieverteilung und der Krimmung der Raumzeit gefunden, die das newtonsche Gravitationsgesetz er-
setzt.

Fur schwache Gravitationsfelder macht die einsteinsche Theorie die gleichen Voraussagen wie die new-
tonsche Theorie und beschreibt mit gro3er Genauigkeit die gleichen Phanomene, wie z. B. den Fall eines
Steins zum Boden oder die Bewegung der Planeten. Fir starke Gravitationsfelder oder fiir das Universum
als Ganzes ergeben sich jedoch Abweichungen, die zu neuen Vorhersagen flihren, wie die Entstehung
Schwarzer Locher oder die Expansion des Universums.

Die einsteinschen Feldgleichungen sind sehr komplex und ihre Mathematik geht weit Uber das hinaus,
was im Schulunterricht behandelbar ist. Die Theorie ist aber eine geometrische Theorie und damit der
geometrischen Anschauung zuganglich. Die geometrische Gréi3e, die in die Gleichungen eingeht, namlich
die Krimmung des Raums, ist etwas, das an einem maf3stabsgerechten Modell direkt ablesbar ist.



Aufgabe 1: Was ist Schwerkraft?

Auf der Erde gibt es Schwerkraft. Was bedeutet das? Nennen Sie Beispiele!

Losgelassene Gegensténde fallen nach unten. Nach oben geworfene Gegenstdande kommen
wieder zuriick etc.

Gibt es Schwerkraft auf dem Mond? Auf anderen Planeten?

Ja, aber sie kann starker oder schwacher sein. Dies hangt von der Masse und der GroBe des
Planeten ab.

Aufgabe 2: Sind die Gesetze der Schulgeometrie universell?

Betrachten Sie einen Kreis. Wie lautet das geometrische Gesetz fiir seinen Umfang?

Umfang = 2 = Radius

Betrachten Sie einen Kreis auf einer Kugel. Er hat den Radius r ldngs der Kugeloberfldche. Wie gro3
ist hier der Umfang im Vergleich zum Kreis auf der Ebene?

Der Umfang ist kleiner als 2 7= Radius.

2 Ein modellbasierter Kurs

In dem hier vorgestellten Unterrichtsvorschlag werden solche Modelle verwendet, um einen ersten Einblick
in Einsteins neue Theorie zu geben. In der folgenden beispielhaften Beschreibung des Unterrichtsablaufs
sind einige Boxen mit Vorschldgen fiir Aufgaben und Ubungen eingebettet. Die erwarteten Antworten sind
grin wiedergegeben. In den Aufgaben wird auf geometrische Modelle verwiesen. Diese kénnen entweder
als Pappmodelle selbst zusammengebaut oder als virtuelle Modelle im Browser bearbeitet werden. Sowohl
Bastelbdgen fur die Pappmodelle als auch die virtuellen Modelle stehen online zur Verfligung ([3]).

3 Fokus setzen: Schwerkraft und Geometrie

Zu Beginn der Unterrichtseinheit wird Vorwissen der Schilerinnen und Schdler aktiviert, indem sie in Auf-
gabe 1 gefragt werden, was sie schon Uber die Schwerkraft wissen. In der Diskussion wird betont, dass
die Schwerkraft von den Massen der wechselwirkenden Kérper abhangt.

In Aufgabe 2 sollen die Schiilerinnen und Schiiler erkennen, dass es auf3er der bisher in der Schule vermit-
telten euklidischen Geometrie auch andere Geometrien mit anderen geometrischen Gesetzen gibt.

Als weitere Hintergrundinformationen werden noch ein paar astronomische Grundlagen zu Schwarzen
Léchern und Neutronensternen gebraucht, die z. B. mit einem Kurzvortrag oder Infoblatt eingefihrt werden
kénnen (s. auch Infobox 1).

4 Vorschau: Gekrimmter Raum

Gelten die aus der Schule bekannten Gesetze der euklidischen Geometrie eigentlich in dem Raum, in
dem wir leben? Nach Einsteins Theorie ist das nicht der Fall. Einen Raum, dessen Geometrie von der
euklidischen Geometrie abweicht, nennt man ,gekrimmten Raum®.

Was bestimmt die Geometrie des Raums? Die Verteilung von Materie und Energie. Das ist die moderne
Theorie der Gravitation, formuliert von Albert Einstein im Jahr 1915: Masse bestimmt die Geometrie von
Raum und Zeit (Nach Einsteins Formel E = mc? tragt Energie ebenso zur Masse bei).



Infobox 1: Schwarze Locher und Neutronensterne

Ein Stern leuchtet durch Kernfusion: In seinem Zentrum wird Wasserstoff zu schwereren Elementen
umgewandelt. Wenn der Kernbrennstoff verbraucht ist und die Kernfusion erlischt, fallt der Stern in
sich zusammen.

Ein massereicher Stern bildet in seinem Endstadium einen Neutronenstern: Dieser hat ungefahr die
1,4-fache Masse der Sonne bei einem Durchmesser von etwa 20 km. Das entspricht einem typischen
Stern, konzentriert auf die GroBe einer Stadt! Er besteht nahezu komplett aus Neutronen und hat eine
extrem hohe Dichte. Ein Stlick aus einem Neutronenstern in der Gro3e eines Zuckerwiirfels wiirde auf
der Erde eine Milliarde Tonnen wiegen.

Ein noch massereicherer Stern kollabiert am Ende seiner Entwicklung zu einem Schwarzen Loch. Es
gibt nichts, was diesen Kollaps aufhalten kann. Es bildet sich ein Horizont, durch den Materie und Licht
einfallen kénnen, aber nichts entweichen kann.

Was heif3t es nun, dass Masse die Geometrie bestimmt? Darum geht es im hier beschriebenen Kurs. Als
Beispiel wird der stark gekrimmte Raum in der Nahe eines Schwarzen Lochs und im Innern eines Neutro-
nensterns betrachtet. Es wird deutlich, wie nach den einsteinschen Gleichungen die rAumliche Krimmung
mit der Materiedichte zusammenhéangt.

Aber was ist eine rdumliche Krimmung? Wie kann man sich einen dreidimensionalen gekrimmten Raum
vorstellen? Um uns dem anzundhern, schauen wir uns zunéchst zweidimensionale gekrimmte Flachen
genauer an.

5 Gekrummte Flachen

Die Unterrichtseinheit beginnt mit der Vorstellung gekrimmter Flachen anhand von Alltagsbeispielen wie
einem Blatt Papier, der Oberflache einer Kugel, eines Eis, eines Sattels oder eines Torus. Es gibt verschie-
dene Weisen, die Krimmung solcher Flachen zu untersuchen.

Wenn wir als dreidimensionale Wesen eine Flache von auBBen betrachten, beobachten wir, dass sich die
zweidimensionale Flache in die dritte Dimension krimmt. Diese Krimmung in einen héherdimensionalen
Raum wird als duBere Kriimmung bezeichnet.

Wir kénnen die geometrischen Auswirkungen der Kriimmung aber auch aus der Innensicht betrachten:
Stellen wir uns ein zweidimensionales Wesen vor, das in der Flache lebt, sich vor und zurlick, nach links
und rechts, aber nicht aus der Fldche hinaus bewegen kann und keine Vorstellung von der dritten Dimen-
sion hat [1]. Mdchte dieses zweidimensionale Wesen mit seinem zweidimensionalen Gehirn seine Welt
beschreiben, ist nur die zweidimensionale Geometrie innerhalb der Flache von Belang. Die Krimmung
der Flache in den Raum hat fir dieses Wesen keine Auswirkungen. Beispielsweise &ndert sich die Winkel-
summe eines auf ein Blatt Papier gezeichneten Dreiecks nicht, wenn wir das Blatt Papier zu einem Zylinder
zusammenrollen.

Diese innere Geometrie ist es auch, die in der Relativitatstheorie die Bahnen von Teilchen und Licht be-
stimmt. Wir brauchen also eine Methode, wie wir diese innere Geometrie, die sich in der sog. inneren
Krimmung auBert, erkennen kénnen. Am besten eine, die ohne den Blick von auBBen — aus einer hdéheren
Dimension — auskommt. Dann kénnen wir diese Methode auf den dreidimensionalen Raum anwenden
und als dreidimensionale Wesen die innere Geometrie des dreidimensionalen Raums erfassen, in dem wir
leben.

In Aufgabe 3 werden unterschiedlich gekriimmte Flachen genauer untersucht. Ein kurzer Trickfiim stellt



Aufgabe 3: Gekriimmte Flachen

Die Krimmung einer Flache kann positiv, negativ oder null sein.
Typische Beispiele

Kugel: positive Krimmung Sattel: negative Krimmung Ebene: keine Krimmung

Wie steht es mit

+ der Oberflache eines Eis?  positive Krimmung

* einem Kartoffelchip? negative Kriimmung a

Schauen Sie den Trickfilm ,gekrimmte Flachen” [3] an! Hier wird gezeigt, wie diese drei Falle zu un-
terscheiden sind. Benutzen Sie die Methode aus dem Film, um in Gedanken die Krimmung folgender
Objekte zu bestimmen:

+ Oberflache eines Torus auBen: positiv, innen: negativ

* eines Zylinders null




dabei positive, negative und verschwindende Krimmungen vor. Die im Film beschriebene Methode zur
Unterscheidung der verschiedenen Krimmungsformen wird im zweiten Aufgabenteil angewandt. Infobox
2 fasst die Methode zusammen:

Infobox 2: Kriterien fur positive / negative / verschwindende Kriimmung
einer Flache

Schneiden Sie ein kleines Stlick einer Flache aus und driicken Sie es auf der Ebene flach!

Wenn es reif3t, ist die Krimmung
positiv. Beispiel: Kugel.

Wenn es Falten schlagt, ist
die Krimmung negativ. Beispiel:
Sattelflache:

Wenn es flach liegt ohne zu reiBen oder Falten zu schlagen, ist die Krimmung null. Beispiel: Ebene,
Zylinder.

Am Beispiel des Torus wird deutlich, dass die Krimmung eine lokale, ortsabhangige GroBe ist. An unter-
schiedlichen Stellen der Flache kann die Krimmung einen unterschiedlichen Wert, sogar ein unterschied-
liches Vorzeichen haben.

6 Sektormodelle von Flachen

Mit der in Aufgabe 3 erarbeiteten Methode des Plattdriickens einer Flache konnten wir ihre innere Krim-
mung bestimmen. Das Plattdriicken selbst stellen wir uns aber als Operation vor, die in drei Dimensionen
von auf3en auf die zweidimensionale Flache wirkt. Wenn wir dies auf einen dreidimensionalen gekrimm-
ten Raum Ubertragen wollen, ist nicht klar, was man unter dem ,Plattdriicken® eines gekrimmten Raums
verstehen soll.

Wir suchen ein Modell eines dreidimensionalen gekrimmten Raums aus der Innensicht, das nicht von
auBen, von einer héheren Dimension aus, gesehen werden muss und mit dem auch die innere Kriimmung
bestimmt werden kann. Um uns diesem zu n&hern konstruieren wir zun&chst ein zweidimensionales Modell
einer zweidimensionalen Flache wie in Infobox 3 beschrieben. Ein solches Modell hei3t Sektormodell

[2].
In Aufgabe 4 Ubertragen wir die in Aufgabe 3 fir die Bestimmung der Krimmung erarbeiteten Kriterien des
AufreiBens und des Uberlappens auf das Sektormodell und erkennen, wie man damit die Krimmung einer



Infobox 3: Sektormodell einer Kugeloberflache

Dieses Beispiel erklart Sektormodelle gekriimmter Flachen. Diese Sektormodelle werden spater in
erweiterter Form gebraucht, um gekrimmte Raume zu verstehen.
Drei Schritte flhren von der Kugeloberflache zu ihrem Sektormodell:
1. Die Oberflache der Kugel wird in einzelne Flachenstiicke aufgeteilt
2. Die Kantenlangen jedes Flachenstiicks werden gemessen. Daraus konstruieren wir ein flaches
Stick mit den gleichen Kantenléngen. Dies ist ein Sektor.
3. Die Sektoren werden in der Ebene ausgebreitet.

Flache ermitteln kann. Dies ist jetzt die gesuchte Methode, die auch aus der Innensicht eines Flachenwe-
sens funktioniert und keine zuséatzliche Dimension bendtigt.

Nach dem Bearbeiten der Aufgabe wird das Vorgehen noch einmal zusammengefasst: Flige drei Sektoren
lickenlos um den gemeinsamen Vertex zusammen. Versuche, den vierten Sektor dazuzunehmen. Wenn
das geht und eine Lucke bleibt: positive Krimmung. Wenn es nicht geht, weil nicht genug Platz vorhanden
ist: negative Krimmung.

Dies ist in Aufgabe 5 illustriert. Die Sektoren im rechten Bild der Aufgabe 5 gehéren zum Sektormodell
einer Sattelflache, dargestellt in Infobox 4.

Um das Verstandnis fur die Krimmung von Flachen
und fir die Handhabung von Sektormodellen noch
einmal zu Oben, wird zum Abschluss in Aufgabe
6 ein Sektormodell einer unbekannten Flache, die
beide Krimmungsarten enthélt, untersucht. Es han-
delt sich hier um das Sektormodell eines Torus (Bild
rechts).




Aufgabe 4: Krimmung der Kugeloberflache

Sie erhalten ein Sektormodell eines Ausschnitts aus einer Kugeloberflache (Papier oder virtuell) [3].

So kénnen Sie die Krimmung ermitteln:

Die vier Sektoren haben einen gemeinsamen Eckpunkt, an dem sie auf der urspriinglichen Kugelflache
zusammenstoBen. Ordnen Sie die vier Sektoren um diesen gemeinsamen Eckpunkt an. Wenden Sie
wie vorher die Kriterien flr positive, negative und verschwindende Krimmung an.

Welche Krimmung hat diese Flache?

Es bleibt eine Liicke, dies entspricht einem AufreiBen: die Krimmung ist positiv.

Aufgabe 5: Was konnen Sie Uber die Kriimmung in diesen zwei Féllen
sagen?

Links: positiv, Rechts: negativ. Dass im rechten Sektormodell nicht genug Platz ist, den vierten
Sektor ganz bis zum gemeinsamen Vertex hin zu schieben, heiBt, dass es hier eine Uberlap-
pung geben wiirde.




Infobox 4: Sattelflache mit ihrem Sektormodell

Wie bei der Kugel wird die Oberflache des Sattels in einzelne Flachenstlicke aufgeteilt (links). Aus den
Kantenlangen werden ebene Sektoren konstruiert (rechts).

Aufgabe 6: Eine unbekannte Flache

Sie bekommen ein Arbeitsblatt mit dem Sektormodell einer Flache [3]:

R
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1. Beschreiben Sie die Krimmung dieser Flache. Ist sie positiv, negativ oder null?

In der Nadhe des oberen und unteren Rands negativ, in der Nahe der horizontalen Mittelli-
nie positiv.

2. Begriinden Sie lhre Antwort. Markieren Sie die Sektoren, die Sie dafiir betrachtet haben.
Zusammenlegen der ersten zwei Sektoren in der oberen Reihe und der ersten zwei Sekto-
ren in der zweiten Reihe ergibt eine Uberlappung. Zusammenlegen der ersten zwei Sek-
toren in der dritten Reihe und der ersten zwei Sektoren in der vierten Reihe ergibt eine
Liicke.




7 Gekrimmte Raume

Nachdem wir aus der ,Innensicht* eines zweidimensionalen Wesens eine Methode zur Ermittlung der
Krimmung einer zweidimensionalen Flache entwickelt haben, kdnnen wir dies auf den dreidimensionalen
Raum iibertragen. Der gedankliche Ubergang von zwei zu drei Dimensionen ist nicht ganz einfach. Er sollte
im Unterricht grundlich diskutiert werden (Infobox 5, auch als Lickentextaufgabe verwendbar).

Infobox 5: Sektormodell: 2D nach 3D

Wir erweitern die Idee des Sektormodells von der Flache zum Raum:
Eine Flache wird in Flachenstlcke unterteilt. — Ein Raum wird in  Raumstlicke  unterteilt.

Das Sektormodell einer Flache besteht aus ebenen Flachenstlicken, die in der Ebene aus-
gelegt werden. — Das Sektormodell eines Raums besteht aus Blocken , die im
ungekriimmten Raum angeordnet werden.

Das Bild zeigt ein Beispiel fir ein Sektormodell eines gekrimm-
ten Raums. Es handelt sich um einen Raum mit konstanter positi-
ver Kriimmung, das dreidimensionale Aquivalent zu der positiv ge-
kriimmten Kugeloberflache.

In den Aufgaben 7 und 8 Ubertragen wir jetzt die flr die zweidimensionale Flache entwickelte Methode zur
Bestimmung der Krimmung auf den dreidimensionalen Raum.

Aufgabe 7: Ermitteln der Krimmung eines Raums

In der Simulation (oder als Pappklétzchen) erhalten Sie einen Satz von vier Blécken aus dem in Infobox
5 vorgestellten Modell [3].

Setzen Sie diese zusammen: die griinen Seiten oben und unten, aufeinander gelegte Seiten missen
in Farbe und Form genau zusammenpassen.

Priifen Sie auf Krammung! Kénnen Sie sich vorstellen, wie der Krimmungstest von der Flache in den
Raum Ubertragen werden kann? Notieren Sie lhre Ideen!

Flache: vier Sektoren werden an einem gemeinsamen Eckpunkt zusammengesetzt. Raum: vier
Sektoren werden an der gemeinsamen Kante zusammengesetzt. Die Priifung auf Liicke oder
Uberlappung geht genauso wie in der Flache.




Aufgabe 8: Unterschiedlich gekrimmte Raume

Die folgenden zwei Bilder zeigen Tests fir die rdumliche Krimmung: Vier Sektoren sind um eine
gemeinsame Kante zusammengesetzt.
Was koénnen Sie uber die Krimmung sagen?

Links: positive, rechts: negative Kriimmung.

10




8 Ein Schwarzes Loch

Die Abbildung rechts zeigt das Sektormodell des
Raums um ein Schwarzes Loch'.

Woher wissen wir, dass diese Blécke so aussehen?
Flr einen Raumbereich im Weltall kdnnen wir ein
Gedankenexperiment durchflihren: Astronaut:innen
fliegen zu dem Ort, von dem wir ein Sektormodell
erstellen wollen. So wie wir vorher die zweidimensio-
nale Erdoberflache in einzelne Flédchensticke unter-
teilt haben, teilen unsere Astronaut:innen jetzt den
dreidimensionalen Raum in Raumsticke auf. Dies ist
in Infobox 6 erklart. Anmerkung: In Wirklichkeit wird
die mathematische Beschreibung des Raums ver-
wendet, um die Kantenlangen auszurechnen.

So wie die zweidimensionalen Sektoren der ge-
krimmten Erdoberflache auf dem ebenen Tisch
nicht ohne Licken ausgelegt werden kdnnen, pas-
sen die raumlichen Sektoren aus der Umgebung des
Schwarzen Lochs hier im (nahezu) ungekrimmten
Raum auf der Erde nicht Iickenlos zusammen. Dies
zeigt an, dass der Raum in der Nahe des Schwarzen Lochs gekrimmt ist.

Mit einem Schwarzen Loch der richtigen Masse im Zentrum des Modells wirde der Raum so gekrimmt
werden, dass alle Blocke, so wie sie sind, lickenlos zusammenpassen wurden.

Wir vergleichen mit der Kugeloberflaiche: Wenn wir die Sektoren auf der Ebene auslegen, kdnnen sie
nicht lickenlos zusammengelegt werden. Auf der urspriinglichen gekrimmten Kugeloberflache wiirden
die Flachenstiicke mit den gleichen MaBen wie unsere Sektoren ohne Liicken zusammengefliigt werden
kdénnen (so sind sie ja konstruiert worden).

In Aufgabe 9 untersuchen wir den Raum in der N&he des Schwarzen Lochs auf Krimmung. Hier kommt
ein weiterer wichtiger Punkt zum Tragen, flr den sich die Lehrkraft etwas Zeit nehmen muss: Es muss klar
werden, dass man drei verschiedene Richtungen hat, in denen man die Sektoren um eine Kante zusam-
menlegen kann und dass man die Krimmung in allen drei Richtungen bestimmen muss. Das Ziel sollte
sein, dass die Schilerinnen und Schiler dies selbststédndig entdecken. Als Hinweis kann man die Frage
zur Diskussion stellen, wie viele der acht Sektoren fiir den Test auf Krimmung gebraucht werden (vier)
und welche vier das sein sollen. Die drei Krimmungskomponenten werden in Aufgabe 10 illustriert.

9 Einsteins Feldgleichungen

Nach Einstein hangt die Krimmung des Raums von seinem Massengehalt ab. Wir haben oben gesehen:
Um die Krimmung des Raums festzustellen, muss man drei Komponenten betrachten. Die einsteinschen
Feldgleichungen beschreiben den Zusammenhang dieser drei Krimmungskomponenten mit der Massen-
dichte.

Die Summe der drei rdumlichen Komponenten der Kriimmung ist proportional zur Massendich-
te.

"Raum auBerhalb des Ereignishorizonts. Innerhalb des Ereignishorizonts ist es nicht mdglich, ein statisches Modell zu bauen.
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Infobox 6: Konstruktion des dreidimensionalen Sektormodells

1. Im Weltall wird um das Schwarze
Loch ein Gittergerist errichtet.

2. Unsere Astronaut:innen bewegen sich durch das
Gitter, messen die Langen der Gitterstadbe und sen-
den diese Daten zur Erde. Damit kennen wir die
Form und die GrdBe jeder Gitterzelle.

3. Wir bauen die Gitterzellen verkleinert
aus Pappe nach.

Ki+K+ Ky =Cp

K1, K> und K3 sind die drei rAumlichen Krimmungen, p die Massendichte und C ist eine Konstante,
genauer C = 87G/c?, mit der Lichtgeschwindigkeit c und der Gravitationskonstanten G.

Dies ist eine von zehn Feldgleichungen. Es ist die, die am einfachsten zu erklaren ist, da sie nur rein
rdumliche Kriimmungen enthalt. Bei den anderen kommen raumzeitliche Krimmungen und andere Ener-
gieformen hinzu.

Der Raum, den wir gerade untersucht haben, ist der Raum in der N&he eines Schwarzen Lochs. Dieser
Raum ist leer. Seine Krimmung hat, wie wir oben gesehen haben, positive und negative Komponenten.
Eine genaue Uberpriifung ergibt, dass ihre Summe genau Null ist, was einer Dichte von Null und damit
leerem Raum entspricht.
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Aufgabe 9: Raumkrimmung in der Nahe eines Schwarzen Lochs

Sie erhalten einen Satz von acht Sektoren aus
diesem Raum (Papier oder virtuell) [3].

Setzen Sie die Sektoren wie auf dem Bild zusam-
men (der besseren Ubersicht halber sind hier nur
sieben Bldcke dargestellt).

Testen Sie den Raum auf Kriimmung!

Die Krimmung héngt von der Orientierung der Kante ab. Drei Kanten in die drei Raumrichtun-
gen kénnen getestet werden, die Kriimmung ist zweimal negativ und einmal positiv.

Aufgabe 10: Drei Krimmungskomponenten

Beschreiben Sie die Tests auf Krimmung, die in den folgenden drei Bildern gezeigt sind. Welche
Krimmungen kénnen Sie jeweils erkennen?

Links, Mitte: negative Kriimmung, Rechts: positive Kriimmung. Um die Kriimmung dieses
Raums zu ermitteln miissen drei Tests gemacht werden.
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Aufgabe 11: Ein unbekannter Raum

Sie untersuchen wieder einen Achterblock des
Sektormodells eines Raums [3]. Das Bild rechts
zeigt, wie die Sektoren zusammengehdren.
1. Was ist die Krimmung dieses Raums? Be-
griinden Sie ihre Antwort!
Man muss in drei Richtungen die Kriim-
mung bestimmen. Es treten in allen Fal-
len Liicken auf, d.h. alle drei Kriim-
mungskomponenten sind positiv.
2. Enthalt dieser Raum Materie? Begriinden
Sie ihre Antwort!
Ja, der Raum enthalt Materie. Alle drei
Kriimmungskomponenten sind positiv,
damit auch ihre Summe und die dazu
proportionale Materiedichte.

In Aufgabe 11 untersuchen wir einen zweiten gekriimmten Raum. Die Schiilerinnen und Schiler arbeiten
wieder mit einem Achterblock aus Sektoren und bestimmen die Krimmung dieses Raums.

Die acht Sektoren sind Teil des rechts abgebildeten
Sektormodells. Es beschreibt den Raum im Inneren
eines Neutronensterns. Erst bei den extrem hohen
Dichten im Inneren eines Neutronensterns wird die
Raumkrimmung so grof3, dass sie im Modell mit
bloBem Auge sichtbar wird. Dies zeigt umgekehrt,
warum wir im Alltag auf der Erde bei Umgebungs-
dichten von einem Billiardstel der Neutronenstern-
dichte keine Abweichung von der euklidischen Geo-
metrie feststellen kdnnen.

10 Zusammenfassung:
Was wir gelernt haben

Wir kénnen uns jetzt einen gekrimmten Raum vor-
stellen: Wir denken an sein Sektormodell.

Wir kénnen die Kruimmung des Raums ermitteln und
wissen, dass wir diese in drei Richtungen messen
mussen: Die Krimmung hat mehrere Komponen-
ten.?

Wenn wir an einem Sektormodell die Krimmung des Raums ermitteln, kénnen wir erkennen, ob dieser
Raum mit Materie gefiillt ist.

2|m allgemeinen hat ein gekriimmter Raum sechs unabhangige Kriimmungskomponenten. Das Schwarze Loch und der Neutro-
nenstern sind kugelsymmetrisch. In diesem Fall sind nur drei Komponenten ungleich Null.
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Da wir ein maBstabsgerechtes Modell des Raums haben, kénnten wir durch genaues Abmessen sogar
den Zahlenwert der Krimmung bestimmen. Am dreidimensionalen Sektormodell kann man so alle drei
Krimmungen abmessen, diese in Einsteins Gleichung einsetzen und so den Zahlenwert der Materiedichte
berechnen.

11 Ausblick

Die linke Seite der Feldgleichungen beschreibt die Geometrie, die rechte Seite die Materie- und Energie-
verteilung. In diesem Kurs wird nur eine der insgesamt zehn Gleichungen behandelt, ndmlich die, welche
die dreidimensionale rdumliche Geometrie mit der Materiedichte verkniipft.

Wir leben jedoch in einer vierdimensionalen Raumzeit. Um die Bewegung von Licht und Materie mit ei-
nem Sektormodell korrekt zu beschreiben, muss dieses um die Zeitdimension erweitert werden. Dies ist
mdoglich; da man aber nur drei Dimensionen fiir ein anfassbares Modell hat, muss man dabei auf eine
Raumdimension verzichten. Ein Raumzeitsektormodell bildet dann zwei Raumdimensionen und eine Zeit-
dimension ab. Die einzelnen Sektoren sind Ausschnitte aus einer ungekriimmten Raumzeit, sie kénnen
als kleine Minkowski-Diagramme gesehen werden, in denen die Spezielle Relativitétstheorie gilt.

An diesen raumzeitlichen Sektoren kdnnen dann raumzeitliche Kriimmungen abgelesen werden, die auf
der linken Seite in die vollstdndigen Feldgleichungen eingehen. Fir ein komplettes Bild der rechten Seite
der Feldgleichungen miissen noch weitere Energieformen einbezogen werden, die zur Krimmung der
Raumzeit beitragen ([4]).

Der Physiker John A. Wheeler fasste die Allgemeine Relativitatstheorie so zusammen: Materie und Energie
kriimmen Raum und Zeit und die gekrimmte Raumzeit bestimmt die Bahnen von Materie und Licht.

Um den ersten Teil dieser Aussage geht es in dem hier beschriebenen Kurs. Zum zweiten Teil, der die Wir-
kungen der Raumzeitkrimmung beschreibt, finden Sie in auf unsere Webseite den Beitrag Lichtablenkung
— Aber gerade! ([5]) zu einer Unterrichtseinheit Gber die Ausbreitung von Licht im Schwerefeld. Zusammen
bilden diese beiden Unterrichtseinheiten eine fachlich fundierte und anschauliche erste Einfiihrung in das
Grundkonzept der Allgemeinen Relativitatstheorie: Gravitation ist Geometrie!
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